GP

G.PHILIPPE

Pendule paramétrique (avec Maple version 7)

Introduction

Théme:
Le pendule paramétrique est un pendule simple
dont le point d'attache est animé d'un mouvement vertical sinusoidal.

( dans la suite, le fil du pendule de longueur L sera toujours supposé tendu:
on étudie donc plutdot un point fixé a une tige sans masse)

On suppose I'absence de frottement.

Programme

Equations (lambda indépendant du temps)

> restart;
with (DEtools):

On choisit un axe x vers le haut de vecteur unitaire: u_x

On imagine que le point d'attache O se déplace avec une accélération constante: a u_x
a compté positivement vers le haut.

On travaille dans le référentiel non galiléen
lié au point d'attache O.

On peut remarquer immédiatement que
la force de pesanteurest:-mg u x
la force d'inertie d'entrainementest: -ma u_x

On va écrire le théoréme du moment cinétique
en projection selon I'axe de rotation Oz
(en tenant compte de la force d'inertie)
(cf. le pendule oscille, il s'agit donc de rotation)
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On désigne par theta(t) 'angle
et par omega(t) la vitesse angulaire
( autres notations utilisables: m, g, L, a)

Grandeurs projetées sur I'axe de rotation Oz
de sens tel que theta(t) soit orienté par 1'axe.
Compléter en fonction de theta(t):

> moment_du_poids:= -m*g*L*sin(theta(t));
moment_du_poids :==-m g L sin(8 (7))

>moment_de force entrainement:= -m*a*L*sin(theta(t)) ;
moment _de_force entrainement :=-ma L sin(0 (1))

Compléter en fonction de omega(t):

> dérivée_du_moment cinétique:=m*L"2*diff(omega(t),t) ;

d
dérivée_du_moment cinétique =m L* %M W ( t)%

Il faudrait ajouter le moment de la tension au niveau du point

(si on envisage un point accroché a un fil) mais ce moment est nul

car la force de tension est centrale

Ou:

Il faudrait ajouter le moment de la liaison au niveau de I'axe en projection sur I'axe
(si on envisage une tige sans masse + un point) mais ce moment en projection est nul,
la liaison étant supposée parfaite

On écrit alors le théoréme du moment cinétique

> deql:=moment_du poids+tmoment de force entrainement=dérivée du moment cinétique;
: . d
deql =-mg Lsin(8(t)) -malLsin(()) =mL> %Mw (z)%

On écrit I'équation 2 nécessaire a la résolution numérique pour la suite:

(pour résoudre un systéme d'équations différentielles par des méthodes numériques
il faut que le systéme soit du premier ordre

d'ou l'utilisation de theta(t) et omega(t)

> deq2:=omega(t)=diff(theta(t), t);
deq2 =W (t) = 001,‘ B(7)

On remplace theta(t) par 2*Pi*n(t) afin de lire directement les tours
plutot que les angles en radians
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> theta(t):=2*Pi*n(t); 0(z):=2mnn(1)
= n

On introduit la variable réduite ( rapport des deux accélérations de ce probleme)
lambda=a/g ( pour l'instant c'est une constante)
en faisant a:=

On introduire Omega0 (pulsation propre du pendule)
en faisant g:=

ATTENTION ICI:
O majuscule pour une pulsation d'un mouvement sinusoidal (rad/s)
0o minuscule pour une vitesse angulaire d'un point en rotation (rad/s)

> a:=g*lambda;

g:=Omega0"2*L;
a=g)\

g=0 6L

On résume
Voici le paquet des deux équations différentielles:

> deq:= deql,deq2;
deq =-mQ BL%sin(2mn(¢)) -mQ 8L\ sin(27 n(z)) = m L %;tw(gé,

0(7)=2m %;tn(t)%

On parle parfois de g apparent a propose de ce type de probleme g devient ici (g+a) soit g (1+lambda).

La période des oscillations au voisinage de la position d'équilibre est 2 T

L
au lieu de 2“[.
g

Tracé des oscillations ( lambda indépendant du temps)
> deq;
-mQ BL%sin(2m n(7)) -mQ BL*)\ sin(27 n(r)) = m L2 %{ftw (t)%,

gta

d
0(r)=2T %atn(t)%
On introduit les valeurs numériques utiles pour le tracé
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(L, m n'interviennent pas )
et on choisit par la suite les valeurs de lambda= a/g.
On prends 1 pour la période propre TO.

> T0:=1; Omega0:= 2*Pi/TO0;
70 =1

Q 0&=2n

On trace les oscillations
(cf : départ de n=1/30 et vitesse de angulaire au départ nulle)

> cond_init:=[n(0)=1/30 ,omega(0)=0];
cond_init = %n(O) :310,(»(0) - o%

On trace les oscillations entre t=0 et 10 T0
pour lambda:=0 (pas de mouvement du point O)

> DEplot( subs(lambda=0,[deq]), [n(t),omega(t)], t=0..10*TO0, [cond init], stepsize=T0/100, scene=[t,n(t)],
arrows=none);
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La période est bien la période attendue ( TO soit 1)
Les oscillations sont effectivement petites ( amplitude de 3/100 éme de tour environ )
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On trace les oscillations entre t=0 et 10 T0
pour lambda:=1
(donc c'est comme si I'accélération de la pesanteur valait 2g)

> DEplot( subs(lambda=1,[deq]), [n(t),omega(t)], t=0..10*TO, [cond_init], stepsize=T0/100, scene=[t,n(t)],
arrows=none);
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La pesanteur apparente a augmenté donc la période du pendule diminue.
L'amplitude reste faible

Résonance paramétrique ( lambda varie sinusoidalement)

Le point d'attache est désormais animé d'un mouvement vertical sinusoidal de pulsation Omega ,
ce qui revient a poser :

A=A\ 0sin(Q ¢)

On remarque que ceci revient au méme que de placer le pendule

dans un champ de pesanteur dépendant du temps de maniere sinusoidale.

De plus on introduit la variable réduite x telle que

Q:=xQ G

x désigne donc le rapport entre

la fréquence d'excitation due au mouvement vertical et la fréquence propre du pendule

> Jambda:=lambda0*sin(Omega*t);Omega:=x*Omega0;
A=\ 0sin(Q ¢)

Q =2xm
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Visualiser les deux équations différentielles:
> deq;

d
~dmn?L?sin(2 T n(t)) -4mn? L2} 0sin(2x 1 £) sin(2 7 n(z)) = m L %at‘” (z)é,

0(7) =2 %;tn(t)%

L'équation différentielle n'est pas autonome:
le temps intervient explicitement.
Il devient possible d'augmenter 1'énergie du pendule.

Sur le plan mathématique, 1'équation différentielle obtenue est non intégrable

Penser a l'enfant sur une balancgoire.

Au prix d'une dépense d'énergie, il se dresse ou s'abaisse afin d'avoir un moment d'inertie fonction du
temps...

L'équation différentielle donnant son mouvement n'est plus autonome.

Le temps intervient explicitement.

L'enfant trouve intuitivement la bonne fréquence qui lui permet d'augmenter l'amplitude de ses
oscillations.

On peut donc provoquer ici I'analogue du phénomene de résonance,
appelé: résonance paramétrique.

Exemplel: excitation d'amplitude faible (lambda0=0.1)

on cherche x pour obtenir la résonance.

On essaye x=2 ( solution classique: penser au probleme de la balancoire)
Tracer la courbe n(t)

Avec l'option : linecolor =t, la couleur de la courbe change "proportionnellement'" au temps

> DEplot( subs(lambda0=0.1,x=2,[deq]), [n(t),omega(t)], t=0..10*TO, [cond init], stepsize=T0/100, scene=[t,n(t)],
arrows=none,linecolor=t);
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Idem mais entre 0 et 30 TO;

> DEplot( subs(lambda0=0.1,x=2,[deq]), [n(t),omega(t)], t=0..30*TO0, [cond_init], stepsize=T0/100, scene=[t,n(t)],
arrows=none,linecolor=t);
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On vérifie que les oscillations restent encore ici assez petites (1'amplitude atteinte au maximum est de
I'ordre de 0,15 tour)

Le phénoméne de résonance ne se poursuit-il pas indéfiniment.

La période d'un pendule n'est pas rigoureusement indépendante de I'amplitude
- pas total isochronisme- mais augmente avec la période.

En effet, au départ la période du pendule est quasiment T0

et I'excitation a lieu deux fois par période exactement...

mais I'amplitude augmente et la fréquence du pendule diminue

alors que la fréquence de l'excitation reste ici pareille.

Il n'y a plus alors résonance , au contraire, et I'amplitude diminue

On trace le portrait de phase pour visualiser rapidement la qualité ( harmonique) des oscillations atteintes
On rappelle que dans un portait de phase, on trace la vitesse en fonction de la position.

Ici omega(t) en fonction de theta(t) - en fait n(t) -

Si theta(t) est harmonique, c'est a dire de la forme theta0 cos(Omega* t), alors

la vitesse omega(t) est en omega0 sin(Omega*t)

et donc la courbe obtenue est une ellipse.

Ici, on voit a cause de I'amplification, '"une sorte d'ellipse'" qui grandit peu a peu.

Pour tracer le portrait de phase, méme instruction mais on change la ""scene" uniquement
(précédemment [t,n(t)] qui affiche n(t) en fonction de t)

ici on veut afficher omega(t) en fonction de n(t)

entre 0 et 10 TO:

> DEplot( subs(lambda0=0.1,x=2,[deq]), [n(t),omega(t)], t=0..10*TO, [cond init], stepsize=T0/100,
scene=[n(t),omega(t)], arrows=none,linecolor=t);
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idem entre 0 et 30 TO:

> DEplot( subs(lambda0=0.1,x=2,[deq]), [n(t),omega(t)], t=0..30*TO, [cond _init], stepsize=T0/100,
scene=[n(t),omega(t)], arrows=none,linecolor=t);
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On revient a n en fonction de t.
On peut alors chercher le x optimal pour atteindre les oscillations les plus importantes en amplitude.
On trouve environ: x=1,925 ( inférieur a 2...bien entendu).

On n'atteindra pas le point le plus haut (n_max < 0.5).

> DEplot( subs(lambda0=0.1,x=1.925,[deq]), [n(t),omega(t)], t=0..30*TO, [cond init], stepsize=T0/100,
scene=[t,n(t)], arrows=none,linecolor=t);

0.2-

Excitation plus forte en approche du chaos

Exemple2: excitation plus forte (lambda0=0.5), on choisit désormais x=2.
Tracer la courbe n(t) et le portrait de phase

> DEplot( subs(lambda0=0.5,x=2,[deq]), [n(t),omega(t)], t=0..30*TO, [cond init], stepsize=T0/100, scene=[t,n(t)],
arrows=none,linecolor=t);
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> DEplot( subs(lambda0=0.5,x=2,[deq]), [n(t),omega(t)], t=0..30*TO, [cond init], stepsize=T0/100,
scene=[n(t),omega(t)], arrows=none,linecolor=t);
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Chaos mathématique

Exemple3: excitation plus forte (lambda0=0.55)
On trace la courbe n(t) et le portrait de phase.

> DEplot( subs(lambda0=0.55,x=2,[deq]), [n(t),omega(t)], t=0..30*TO, [cond _init], stepsize=T0/100,
scene=[t,n(t)], arrows=none,linecolor=t);

-14

> DEplot( subs(lambda0=0.55,x=2,[deq]), [n(t),omega(t)], t=0..30*TO, [cond _init], stepsize=T0/100,
scene=[n(t),omega(t)], arrows=none,linecolor=t);
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Sensibilité aux conditions initiales

Noter la sensibilité aux conditions initiales

(et donc sans doute ici a la précision du calcul approché: cf: quelle confiance accorder a Maple?)
(...le battement d'ailes du papillon)

On trace n(t) pour deux conditions initiales trés proches.

Noter le décalage entre les deux situations pour t>21

Exemple4: (lambda0=0.55)

> cond_init 1:=[n(0)=1/30+0.00000001,0mega(0)=0];
cond init 2:=[n(0)=1/30-0.00000001,0omega(0)=0];
cond_init 1 :=[n(0) =.03333334333,0(0) =0]

cond _init 2 :=[n(0) =.03333332333,0(0) = 0]

> DEplot( subs(lambda0=0.55,x=2,[deq]), [n(t),omega(t)], t=0..30*TO, [cond init 1], stepsize=T0/100,
scene=[t,n(t)], arrows=none,linecolor=t);
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> DEplot( subs(lambda0=0.55,x=2,[deq]), [n(t),omega(t)], t=0..30*TO, [cond init 1], stepsize=T0/100,
scene=[n(t),omega(t)], arrows=none,linecolor=t);

201

-207

> DEplot( subs(lambda0=0.55,x=2.[deq]), [n(t),omega(t)], t=0..30*TO, [cond init 2], stepsize=T0/100,
scene=[t,n(t)], arrows=none,linecolor=t);
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> DEplot( subs(lambda0=0.55,x=2,[deq]), [n(t),omega(t)], t=0..30*TO, [cond init 2], stepsize=T0/100,
scene=[n(t),omega(t)], arrows=none,linecolor=t);
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